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The good Christian should beware of
mathematicians, and all those who
make empty prophecies. The danger
already exists that the
mathematicians have made a
covenant with the devil to darken the

spirit and to confine man in the
bonds of Hell.

st. Augustine
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1 Podgrupe

Vse grupa reda manj kot 6 so Abelove.

Za vse pare elementov a,b € G velja

ord(a) = ord(bab™ ') ter ord(ab) = ord(ba)

H] - | K]
|HN K]

|HEK| =

Ce je a edini element reda 2 v grupi G, potem je a € Z(G).

Oris dokaza. Za vsak b € G ima element bab~! red 2, kar pomeni, da je enak a. O
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2 Kvocientne strukture

2.1 Edinke

Podgrupa N grupe G je podgrupa edinka, ¢e za vsak a € G velja

aNa ' C N.

Definicija edinke omogoca, da v mnozico odsekov grupe po edinki vpeljemo mnozenje
predstavnikov, ki je dobro definirana operacija, ki naredi iz mnozice odsekov grupo, ime-
novana kvocientna grupa.

Cesta HK < G je HK = {hk|h € H,k € K} podgrupa G natanko tedaj, ko je
HK = KH. Pogoj je gotovo izpolnjen, ¢e je ena izmed H, K edinka.

e Podgrupa indeksa 2 je edinka.
e Najboa € G reda 2. {1,a} je edinka natanko tedaj, ko je a € Z(G).

Naj bo N konéna podgrupa grupe G. Ce je N edina podgrupa reda |[N| je N edinka.

Center grupe GG
Z(G)={g € G|zg=gx Yz € G}

je edinka.
G/Z(G) ciklicna = G Abelova.

Izrek 2.6: Cauchy

Naj bo p € P, da velja p | |G|. Potem ima G element reda p.
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Izrek 2.7: O izomorfizmu

e Naj bo ¢ : G — H homomorfizem. Potem je
G/ ker(p) = im(¢)
e Najbo N <G ter H<(G. Potem je
H/(HNN)= HN/N
e Najbo M,N <G ter N C M. Potem je

G/M = (G/N)/(M/N)

Izrek 2.8: Korespondencni izrek

Naj bo N 1 G
 Vsaka podgrupa grupe G/N je oblike H/N za H < G.
 Vsaka podgrupa edinka G/N je oblike M/N za M <G ter N C M.

Standardna protiprimera v teoriji grup sta:

Primer 2.9

K<HxG # K=H, xG; za H1§H7K1§K

Primer 2.10

N <G Abelova ter G/N Abelova # G Abelova.



Hugo Trebse Vaje iz Algebre 2

2.2 Ideali

(Dvostranski) ideal kolobarja K je aditivna podgrupa K I, za katero za vsak a € K
velja
al CI ter IaCI.

Definicija ideala omogoca, da v mnozico odsekov kolobarja po idealu vpeljemo sestevanje
in mnozenje predstavnikov, ki sta dobro definirani operaciji, ki iz mnozice odsekov naredita
kolobar, imenovan kvocientni kolobar.

Ce obravnavamo le enostranske ideale velja, da sta naslednji mnozici zaporedoma desni
ter levi ideal matri¢nega kolobarja nad kolobarjem K

Vsota, produkt ter presek idealov I in J je ideal, za katere velja

[JCINJCI,JCTI+J

Naj sta I ter J ideala komutativnega kolobarja K, za katera velja I + J = K. Pokazi,
da velja

IJ=TU/J

Oris dokaza. Pogoj je ekvivalenten obstoju elementov ¢ ter j, za katera velja i + j = 1.
Pokazemo le inkluzijo IUJ v IJ. Veljaae INJ = a-1=at+ajelnJ, we
1J ter ajell O

Naj bo D obseg. Potem je M, (D) enostaven kolobar.

Oris dokaza. Velja F;joEy = 0, ;. Za nenicelen element ideala lahko dobimo matri¢no
enoto, z enko na mestu njegovega nenicelnega elementa. Potem lahko z mnozenjem te
matriéne enote dobimo vse ostale matricne enote, kar nam da I, sledi, da je ideal enak

M, (K). O
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Naj bo I < Kl X KQ. Pokaii, da je 1= Il X Iz, zZa Iz < Kz za 1 € {1,2}

Oris dokaza. Projeciramo I na obe komponenti ter dobimo kandidata za ideala I ter I5.
Ocitno njun produkt vsebuje I. Naj bo

(ryy)eh x I, = ' e LAY € L(z,y) e IN(2,y) € 1.
Tako velja, da je
(Ly)(@,y) = (z,yy) €1 ter ("y)(1,y) = (a',yy) € L.
Sledi, da je

(w,yy’) - (:L'Ivyy/) = (l’ - xlvo) el = (:L' - wlao) + (:L'Ivy) = (1"7y) € I,

kar smo zeleli pokazati. O

Mnozica nilpotentnih elementov kolobarja je ideal.

Naj so {n;} paroma tuja Stevila, za katera velja N = [], n;. Preslikava ¢ : Z/nZ —
Z]mZ x ...x ZL/niZ je izomorfizem kolobarjev, definiran z

o(x mod N) = (z mod ny, ...z mod ny)
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3 Direktne vsoti ter koncne Abelove grupe

Ce sta M, N <1 G ter je M NN = {1}, potem elementi M in N komutirajo.

Oris dokaza. Komutator je v obeh. O
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4 Delovanja grup

Definicija 4.1

Delovanje grupe G' na mnozici X je preslikava - : G x X — X, za katero velja

ly-x=x ter g1-(92-7) = (9192) - @

Pojem je ekvivalenten homomorfizmu iz G v grupo Sym(X). Kanoni¢na primera delovanja
grupe na sebi sta levo mnoZenje g - h = gh ter konjugiranje g - h = ghg™".

Definicija 4.2

Ob,=G-z={yeX|dJge G y=gx} CX
Stab, =G, ={g€G|lgr =2} <G
Stab,, = g - Stab, - g~

Izrek 4.3: O orbiti in stabilizatorju
Zavse v € X je |G- 2| =[G : G,]. Ceje |G| < 00 je
|G| = |Orb,| - [Stab,|.
Oris dokaza. Definiramo preslikavo a - x — aStab,. Preverimo, da je dobro definirana

ter injektivna, ocitno je tudi surjektivna. Sledi, da je bijektivna. Zakljucek sledi po
Lagrangevem izreku. 0

Izrek 4.4

Naj G deluje na koncéni mnozici X. Naj bo Z = {z € X | gr =z Vg € G} ter naj so
{z;}!_, predstavniki ekvivalen¢nih razredov, ki so orbite velikosti vsaj 2. Potem je

t t
[ X| =|Z|+) " Orb,, = |Z|+ ) [G: Gy}
i=1 i=1
Oris dokaza. Ekvivalen¢ni razredi tvorijo particijo mnozice. O
Trditev 4.5

Naj kon¢na p-grupa deluje na kon¢ni mnozici X. Potem p | | X| — |Z]

Oris dokaza. Ce je Z = X smo koncali. Drugace so G, prave podgrupe koncne p-grupe,
zato je njihov indeks netrivialen ter zato deljiv s p. O]
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Lema 4.6: Dvomljivo Burnsideova lema

Koné¢na grupa G deluje na konéni mnozici X. Za vsak g € G definiramo Fix(g) =
{r € X | gz = z}. Potem je

1

# orbit =
|G|

> [Fix(g)]

geG
Oris dokaza. O

Izrek 4.7: Razredna formula
Naj bo G koncna grupa, ter C(z) = {g € G | gr = xg} < G. Tedaj velja
t
Gl =1Z| +>_|G : C(zy))],

=1

kjer so {z;}{_, predstavniki netrivialnih orbit.
Oris dokaza. G deluje na sami sebi z konjugiranjem. Sledi po zgornji trditvi. m

Trditev 4.8

Kot posledice prejsnje trditve dobimo:
» Konc¢na netrivialna p-grupa ima netrivialen center.
« |G| =p* = G Abelova.

« Ce je G koncna grupa in p | |G|, potem G vsebuje element reda p.

Oris dokaza. Prva in tretja tocka sledita po indukciji na G ter razredni formuli. Ce
p1|Z(G)| potem nujno ne deli indeksa nekega centralizatorja, zato sledi velikost centra-
lizatorja, ki je netrivialen. Druga sledi iz prve. O

Definicija 4.9

Podgrupa H < G je p-podgrupa Sylowa, ¢e je |[H| = p* ter p“*1 {|G].

Izrek 4.10: Sylow

e p'| |G| = G ima podgrupo reda p’ (p-podgrupa Sylowa tako vedno obstaja).

o p-podgrupa G je vedno vsebovana v neki podgrupi Sylowa.

Vsaki podgrupi Sylowa sta si konjugirani.

#p-podgrup Sylowa grupe G deli |G].

#p-podgrup Sylowa je kongruentno 1 (mod p).

10
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Oris dokaza. Prva tocka: izvajamo indukcijo na |G|. Loc¢imo primera glede na to ali
p | Z(G). Ce ne, potem isti argument z razredno formulo, ki pokaZe, da ima konéna
netrivialna p-grupa netrivialen center. Ce p | Z(G) najdemo element c reda p v Z(G). (c)
je edinka v Z(G). Tvorimo Z(G)/{c) in v njej najdemo podgrupo reda p‘~!, kar lahko
storimo po indukcijski predpostavki. Korespondenc¢ni izrek pove, da je ta podgrupa oblike
H/{c), sledi, da ima H red p*. O

Definiramo n, = #p-podgrup Sylowa grupe G. To Stevilo je zanimivo, saj nam s svojimi
lastnostmi omogoca dokazati, da grupa ni enostavna - ima netrivialno edinko. Za n, velja

S je p-podgrupa Sylowa G. S <G <= n, =1

Trditev 4.11

Grupa reda pq, kjer sta p,q € P razli¢ni ni enostavna.
Oris dokaza. Naj bo p < q. Tako je ny = gm + 1 ter n, | p. Sledi, da je n, = 1. O]

Trditev 4.12

Grupa G reda pq, kjer p < g ter p{q — 1 je ciklicna.

Oris dokaza. Velja n, = 1, zato ima G edinko reda q. Ker n, | q je n, € {1,q}. Ce bi
veljalo mp + 1 = n, = ¢ bi krsili deljivostni pogoj, zato je n, = 1. Po Largrangevem
izreku imata edinki redov p ter ¢ trivialen presek, zato komutirata. Ker sta grupi redov
p ter ¢ cikli¢éni lahko hitro izpeljemo, da ima produkt njunih generatorjev red pq. O

Trditev 4.13

Grupa reda p?q, kjer p{q — 1 ter p < q je Abelova.

Oris dokaza. n, | ¢ = n, € {1,q}. Druga moznost bi krsila pogoj deljivosti, zato je
n,=1. n, | p* = n, € {1,p,p?}. Obenem je n, = mq+ 1. Ker je ¢ > p moznost p
odpade. Tako ostane le Se mg+1=mn,=p*> = q|p*—1. = q|p—1lalig|p+1,
oboje odpade zaradi velikosti. Tako je n, = 1.

G ima tako edinko M reda p? ter edinko N reda g. Njun produkt je ponovno podgrupa.
Ker sta edinki sami podgrupi njunega produkta velja |MN| = p’¢ = MN = G.
Obenem je MNN = {1}, tako je G notranja direktna vsota Abelovih grup, zato Abelova.

O

Trditev 4.14
Naj sta H, K < G, kjer je G konc¢na grupa. Tedaj je

|H| K]

HK|=———.
| | |HN K|

11
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Dokaz. Ceprav nam je formula Ze znana jo ponovno overimo z delovanji grup. Naj grupa
H x K deluje na G z delovanjem (h, k)-g = hgk™. Mnozica HK je tako orbita 1¢. Velja

L ] - K] 1] |K|
Stab, {(h k)€ Hx K |hk'=1} |HNK]|

12
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5 Polinomi

Polinom oblike X" + 1 je nerazcepen nad Q natanko tedaj, ko je n = 2% za k > 1.

Oris dokaza. O¢itno je razcepen v primeru, ko ima n lihi faktor. V primeru n = 2*
upostevamo, da je X +— X + 1 avtomorfizem kolobarja polinomov nad Q, zato je p(X)
nerazcepen natanko tedaj, ko je nerazcepen p(X + 1). Tako velja

2k k
(X+1)2’“+1:Z<2.>X"+2.

i—1 \ !

Sedaj lahko uporabimo Eisensteinov kriterij za p = 2. O

« Eisensteinov kriterij (po moznosti skupaj z avtomorfizmom Q[X]).

« Prevod na nerazcepnost nad Z,[X].

Naj so ag, ..., a, € Z ter p{a,.

an X" + ...+ ag nerazcepen nad Q[X|] =
(a, mod p)X™ + ... + (ap mod p) nerazcepen nad Z,[X]|

Velja tudi kontrapozicija: ¢e je polinom nerazcepen nad Z,[X|, potem je nerazcepen tudi
nad Q[X].
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