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1 Funkcije vec¢ spremenljivk

1.1 Notacija

Standardna baza R" je ¢; = (0,...,1,...,0), kjer se 1 pojavi na i-tem mestu. Definiramo
lahko skalarni produkt vektorjev ter normo vektorja

(z,y) =D miyi ter ||| = /(z,2) = | D af,
j=1 i=0
slednja porodi metriko

dy(,y) = llz —yll, = | D_ (v — 4:)%

1=0

Izrek 1.1: Heine-Borel

K CR" je kompaktna <= K C R" je zaprta in omejena.

Metriki d; in dy na prostoru M sta topolosko ekvivalentni, ¢e inducirata isto topologijo.
Ce pa obstajata a, f € R, da za vse x,y € M velja:

Oédl(l’,y) < dQ(xvy) < Bdl(l‘,y>,

pravimo, da sta mocno ekvivalentni. Hitro pokazemo tudi, da sta mocno ekvivalentni
metriki tudi topolosko ekvivalentni. Da je mocna ekvivalentnost prav tako ekvivalen¢na
relacija vidimo preko naslednjega razmisleka:

dg(l’,y) 1 dl(xvy) 1
1 1
= &dg(l‘,y) > dl(x7y> > EdQ(fL‘yy)

Topolosko ekvivalentnost metrik ||| ter [|-||, je lahko dokazati, saj so odprte krogle v
prvi evklidski kvadrati, v drugi pa standardne krogle.

Lema 1.2: Mo¢na ekvivalenca ||| ter |||,
S preprostimi premisleki v R™ dobimo:
|2llo < ll2lly < Vel

kar prav tako poda ekvivalentnost topologij.

Analogen premislek poda ekvivalenco vseh metrik [|-||, za p € R. Zgornja lema zelo
dobro motivira dejstvo, da se vecina lepih lastnosti funkcij, kot sta na primer zveznost in
odvedljivost, prenese na projekcije funkcij, kot jih definiramo na naslednji strani.
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1.2 Zaporedja

Definicija 1.3

Zaporedje v R™ oznacujemo kot {a,,}, kjer je posamezni ¢len a,, oblike

Trditev 1.4
Naj bo {a,,} zaporedje v R™. Zaporedje konvergira natanko tedaj, ko konvergirajo
zaporedja {a7"},{a}'},. .., {a}. V primeru konvergence velja:

g, am = (M o, lirg o, T arf).

Analogni izreki veljajo za obstoj stekaliséa ter za Cauchyjevost zaporedja {a,,}.

Trditev 1.5

Razlika odprte in zaprte mnozice je odprta v R™.
Oris dokaza. O\ Z = 0N Z°. O

1.3 Zveznost

Praviloma imenujemo predpise f : R™ — R funkcije, predpise f : R® — R™ pa preslikave.

Definicija 1.6

f:D CR” — R™ima v tocki a € R" limito A € R™, Ce za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0,
da za z € D velja:
O0<l|jz—al|<d = | f(z)—A| <e.

Lahko pokaZzemo, da ima funkcija v tocki a = (aq,...,a,) limito A = (Ay,..., A,)
natanko tedaj, ko ima funkcija f; : D — R, ki slika = v j-to komponento f(z), v a limito

A

j.

Definicija 1.7

f: D CR"™ — R™ je zvezna v notranji tocki a € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja 6 > 0,
da za vse x € D velja:

|z —all <6 = [|f(z) = fla)]| <e.

Preslikava f : D C R™ — R™ je zvezna v tocki a € D, ko velja standarden e-0 pogoj. Zve-
znost lahko karakteriziramo tudi z limitami zaporedij. Analogno definiramo enakomerno
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zveznost. Kot pricakovano je zvezna funkcija na kompaktu enakomerno zvezna.

Trditev 1.8
Preslikava f : K C R"™ — R, kjer je K kompaktna mnozica, je omejena, doseze ma-

ksimum ter minimum, ter v primeru povezanosti K doseze tudi vse vmesne vrednosti.

Vsota, skalarni veckratnik, produkt ter kompozitum zveznih funkcij D C R" — R je
zvezna. Projekcija na i-to komponento, ki jo oznac¢imo kot 7;, polinomi v n spremenljivkah
ter racionalne funkcije v tockah, kjer imenovalec nima nicle, so zvezne funkcije.

Izrek 1.9

Ce je funkcija f : D — R zvezna v tocki a € D, je tudi funkcija fi : D; = R, Kjer je
it~ flay,...,aj_1,t,aj41,...,a,) ter D; = m;(D), ki jo dobimo s projekcijo f na
eno izmed koordinatnih osi, zvezna funkcija v a;.

Primer 1.10

Zveznost koordinatnih funkecij ne implicira zveznosti vecdimenzionalne funkcije. To
ilustrira naslednji primer:

) = ity (2,9) #(0,0)
fey) {o; (z,4) = (0,0)

Dokaz. f je zvezna na R?\ (0,0). Poglejmo $e komponentni funkciji f(z,b) ter f(a,y). Ce
je eno izmed $tevil a, b enako 0 je po definiciji f(x,y) tedaj komponentna funkcija nicelna,
ki je zvezna. Ce sta obe izmed spremenljivk a, b nenicelni pa sta projekciji prav tako zvezni.
Da f(z,y) ni zvezna pa lahko vidimo, saj je lim, 40,0 f(z,2) =1 # 0= f(0,0). O

Nasvet
Ce limita funkcije v R” obstaja, potem je neodvisna od »poti«, po kateri se

pribliZzujemo tej tocki. V zgornjem primeru vidimo, da ob izbiri poti, ki je premica
x = y dobimo protislovje.

Zal pa obrat zgornjega nauka ne velja - ¢e limita obstaja po vseh premicah, ki potekajo
skozi dano tocko to Se ne pomeni, da dejansko obstaja. To pokaze naslednji primer
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Primer 1.11

2 v
flz,y) = {w‘ffzﬂ Ge zt +y* #0

0 cex=y=0

ki ima nicelno limito v (0,0) po vsaki premici z = at ter y = [5t, obenem pa je v vsaki
tocki oblike (¢, t?) enaka 0.
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1.4 Preslikave iz R" v R™

F: D CR"— R™, kjer je
f ST [fl(x)>vfm(x)]T

Vidimo, da F' dolo¢a m funkcij n spremenljivk.

Trditev 1.12

Naj boa € D C R™. Najbo F = (f1,..., fm): D — R™. Preslikava F je zvezna v a
natanko tedaj, ko so fi,..., fin zvezne v a.

Dokaz. Dokaz je standarden. O]

Zgornji izrek nam omogoca, da se pri zveznosti omejimo le na funkcionale.

Lema 1.13: Linearne preslikave so omejene

Naj bo A : R" — R™ linearna preslikava. Trdimo, da obstaja M > 0, da za vse x # 0
velja

Pravzaprav je omejenost linearne preslikave ekvivalentna njeni zveznosti.

Oris dokaza. sup,. % = sup|, =1 |Az[| = ||A]] < oo, kjer enakost sledi po homogenosti

A, neenakost pa po zveznosti linearnih preslikav (kar z lahkoto preverimo) ter kompaktno-
| Az|| | Az||

stni sfere v IR™. Ker je kolicina sup,egn ‘7 koncna lahko definiramo |Al| = sup,epn el

ki je dejansko norma na R™*™,

Ekvivalenca je iz desne v levo ocitna, iz leve v desno pa jo implicira to, da je linearna

preslikava zvezna natanko tedaj, ko je zvezna v 0, tam pa je zvezna, ker je Lipschitzova.
O

Najbo f : D C R® — R™ preslikava, kislika z = [z1,..., 7,7 v f(2) = [fi(z),..., f{2)]T.
Potem imenujemo funkcijo f; : D C R® — R, ki slika x € R" v 7; 0 (z) = f;(x) j- ta
komponenta funkcija.
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1.5 Parcialni odvod in diferenciabilnost

Iz Analize 1 vemo, da je odvod neka limita, diferenciabilnost pa poda neko afino aproksi-
macijo. To podedujemo.

Naj bo a € D C R™ notranja toc¢ka D. Sledi, da obstaja tak r > 0, da so (a,...,a; —
r,...,an) ter (a1,...,a;+r, ..., a,) znotraj D.
Definicija 1.14

Funkcija f : D € R" = R je parcialno odvedljiva po spremenljivki z; v tocki a =
(ay,...,a,), Ce obstaja limita

lim f(a17.“7a/j+h7"'7an>_f<a17-.‘7a/j7-.-7a/n>
h—0 h

)
oziroma, ce je naslednja funkcija odvedljiva v tocki a;

i flar, ..., x5, ..., a4,).

Odvod v tocki a po spremenljivki z; ozna¢imo kot:

of

a—mj(a) ali  fz,(a)

Vse elementarne funkcije so parcialno odvedljive, po vseh spremenljivkah, povsod kjer so
definirane.

Definicija 1.15

f: D CR" — R ter a notranja tocka D. f je diferenciabilna, v tocki a, ¢e obstaja
tak linearen funkcional L : R™ — R, da velja:

fla+h) = f(a) + L(h) + o(h),

kjer je
lo(h)]

AT R

Ce tak L obstaja, je seveda enoli¢no dolocen, kar pomeni, da lahko govorimo o diferencialu
funkcije v doloceni tocki. Diferencial funkcije f v tocki a oznacujemo kot L = df,.
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Trditev 1.16

Ce je funkcija f : D € R® — R diferenciabilna v notranji tocki a = (ay, . .., a,), potem
f zvezna v tocki a ter je f v a parcialno odvedljiva po vseh spremeljivkah.
Pri tem velja, da je za h = (hy, ..., hy,):

of of

(dfa)(h) = alehl +oee 8xnhn'

Opomnimo, da ker linearni funkcional zapisemo kot 1 x n matriko, ter vektor kot n x 1
matriko, potem izracun linearnega funkcionala ustreza »skalarnemu produktu« vrstice in
stolpca. ZapiSemo:

9
8%1

of

,...,axn

df, = [=—(a) (a)] ter h=[hy,..., )T,

ter

(dfa)(h) = (dfa)" - h.

Oris dokaza. Zveznost f v a je o¢itna. Naj bo L = (ly,...,1,) ter h = (hy,0,...,0), kjer
hy # 0. Sledi:

+h) — h
fla+h) = f(a)+l1hy +o(h) = /a h) /(@) :l1+0}(l),
1 1
i F@th) —fla) _ .
h1~>0 hl
Analogen postopek dokaze odvedljivost tudi v ostalih komponentah O]

Primer 1.17

Ali je funkcija, ki je parcialno odvedljiva v vseh spremenljivkah tudi diferenciabilna v
dani tocki? Naj bo

) = ity (2,9) #(0,0)
fey) {o; (z.4) = (0,0)

Ta funkcija je parcialno odvedljiva v obeh spremenljivkah. Velja %(0,0) = 0 ter

%(0, 0) = 0. Ker pa funkcija f ni niti zvezna v (0, 0), ne more biti tam diferenciabilna.
y
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Primer 1.18

Opazujmo se
et (,9) #(0,0)

Jent)= {3; (2,9) = (0,0)

f je gotovo zvezna v R?\ {(0,0)}. Ce zapiS$emo v polarnih koordinatah je

2r cos(p)?sin(p);r > 0

f(rcos(ie),rsin(i)) = {O; o

Ni tezko preveriti, da je f parcialno odvedljiva povsod v obeh spremenjivkah. Ce bi
bila f diferenciabilna v (0,0) bi bil df(o) = [0,0]. Toraj bi moralo veljati, da je

f(h, k) = £(0,0) + dfo,0)[h, k]" + o(h, k).

Ker sta prva dva sumanda nicelna je f(h, k) = o(h, k). Sledi, da naj bi bilo

: f(hE) |21 cos()? sin(p)]
lim ——==0= im ,
(h,k)—=(0,0) \/h2 + k2 (h,k)—(0,0) r

kar je protislovno.

Izrek 1.19

Naj bo f : D C R"™ — R funkcija in naj bo a € D notranja tocka. Denimo, da je
f parcialno odvedljiva po vseh spremeljivkah v okolici tocke a in so parcialni odvodi
zvezni v a. Tedaj je f diferenciabilna v a.

Oris dokaza. Dokazemo za n = 2, saj profesor trdi, da je dokaz v splosnem analogen.
Naj bo a = (a,b) ter (h, k) tak, da je ||(h, k)| < e. Sledi

fla+h,b+k)— f(a,b) = fla+h,b+k)— fla,b+k)+ f(a, b+ k) — f(a,b) =
= fo(a", 0+ k) -h+ f,(a,b") - k = fo(a,b) - h+er1(h, k) + fy(a,b) -k + ex(h, k) =
= fi(a,b) - h+ f,(a,b) -k,

kjer druga enakost sledi po dvakratni uporabi Lagrangevega izreka, tretja pa po zveznosti
parcialnih odvodov. O
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1.6 Visji parcialni odvodi

Naj bo f : D C R* — R funkcija in je D odprta. Denimo, da je f parcialno odvedljiva
po vseh spremenljivkah na D. Sledi, da so f,,,..., fs, tudi funkcije n spremenljivk, Tudi
te so lahko parcialno odvedljive.

Preprosti zgled poda domnevo, da je (f;)y = (fy)s. Mesani odvodi so enaki oz. operatorji
odvoda komutirajo.

Izrek 1.20

Naj bo f : D € R" — R parcialno odvedljiva po spremenljivkah z; in x, v okolici

tocke a € R™. Naj sta parcialna odvoda 8—f ter % zvezna v okolici tocke a ter sta

prav tako naslednja parcialna odvoda obstojeca ter zvezna v okolici a - 8’5 ter 5 ég .
T x0T},

Potem sta odvoda v tocki a enaka:

of of

c%j@xk - al‘kal‘J

Oris dokaza. Dovolj je dokazati za funkcije dveh spremenljivk, saj pri parcialnem odva-
janju vzamemo vse ostale spremenljivke za konstante. Definiramo

J=fla+hb+k)—fla+hb) — fla,b+k)+ f(a,b)
ter

g(@) = f(z,b+ k)= f(z,0) = J=gla+h)—g(a)
Po Lagrangevem izreku obstaja tocka z* med a in a + h, da velja J = ¢'(z*)h = h -
%(aj*, b+k)—h- %(xﬁ b), po ponovni uporabi Lagrangevega izreka dobimo

of

J = hk - 3y3x(x YY)

Enak postopek ponovino na funkciji

ply) = fla+hy) — fla,y) = J=pb+k)—h(b),

ter dobimo J = hk -
Vh? + k? velja

Bxay( * y**). Ker smo izbrali nenicelna h, k za ustrezno majhen

x*yt) = x™, .
Oyox Y 0xdy 4
Ker pa smo predpostavili, da sta aaf ter 885 zvezna, sledi Zelena enakost. O
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2 Diferenciabilnost preslikav

Definicija 2.1

Naj bo F': D CR" — R™ preslikava ter a € D notranja tocka. F' je diferenciabilna v
a, ¢e obstaja linearna preslikava L : R™ — R™, da velja

_ e el
F(a+h)=F(a)+ L-h+o(h), kjer }L%W_O'

Z analognim argumentom kot pri zveznosti pokazemo, da je diferenciabilnost preslikave
F' v a ekvivalentna diferenciabilnosti m-koordinatnih funkcij v tocki a

Trditev 2.2

f D — R™ je diferenciabilna v tocki e € D, natanko tedaj, ko so diferenciabilne
preslikave f'(z) : D — R, za katere velja:

fi(z) =mio f(z)

12



Hugo Trebse Analiza 2a

Literatura

[1] prof. dr. Miran Cerne. Predavanja iz Analize 2a. 2025.

[2] dr. Vladimir Zorich. Mathematical Analysis 1. 2002. URL: https://zr9558. com/wp-
content/uploads/2013/11/mathematical-analysis-zorichl.pdf.

[3] dr. Vladimir Zorich. Mathematical Analysis 2. 2002. URL: https://zr9558. com/wp-
content/uploads/2013/11/mathematical-analysis-zorich2.pdf.

13


https://zr9558.com/wp-content/uploads/2013/11/mathematical-analysis-zorich1.pdf
https://zr9558.com/wp-content/uploads/2013/11/mathematical-analysis-zorich1.pdf
https://zr9558.com/wp-content/uploads/2013/11/mathematical-analysis-zorich2.pdf
https://zr9558.com/wp-content/uploads/2013/11/mathematical-analysis-zorich2.pdf

	Funkcije več spremenljivk
	Notacija
	Zaporedja
	Zveznost
	Preslikave iz Rn v Rm
	Parcialni odvod in diferenciabilnost
	Višji parcialni odvodi

	Diferenciabilnost preslikav
	Literatura

