Vaje iz analize 2b

Hugo Trebse (hugo.trebse@gmail.com)

10. april 2025

Once you leave the ground, you fly.
Some people fly longer than others.

Michael Jordan


mailto:hugo.trebse@gmail.com

Hugo Trebse Vaje iz analize 2b

Kazalo

1 Fourierova vrsta 3

2 Vektorska analiza 5
2.1 Vektorske diferencialne operacije . . . . . . . .. ..o )
2.2 Integrali skalarnih polj po ploskvah in krivuljah . . . . .. ... ... ... 8
2.3 Integral vektorskih polj po ploskvah in krivuljah . . . . .. ... ... ... 13

3 Holomorfne funkcije 28

Literatura 31



Hugo Trebse Vaje iz analize 2b

1 Fourierova vrsta

Izrek 1.1

Ce je f : [-m, 7] — R nezvezna v konéno mnogo tockah, kjer obstajata levi in desni
odvod, ter je med tockami nezveznosti odvedljiva, potem definiramo:

FV(f)(z) = a0+ i (@, cos(nz) + by, sin(nx)),

kjer je

FV(f)(x) konvergira Vo € [—m, 7] proti

flzt+) + f(z—)
: :

.....

f(m) + f(=m)

FV(f)(Em) = B2

« Ceje f liha funkcija je a, = 0 za vse n.

+ Ce je f soda funkcija je b, = 0 za vse n.

.’Jc—y)

sin(x) + sin(y) = 2 sin(x —; y) cos( 5

) cos(E2Y)

cos(x) + cos(y) = 2cos(x 5

cos(z) — cos(y) = 2 sin(x i y) sin(y ; :c)
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Trditev 1.4

Naslednji integrali so standardni pri racunanju Fourierovih vrst:

/xcos(nx) de = zsin(ne) I COS(;M) +C
n n
/xsin(nx) dz = — cos(na) + sm(zwc) +C
n n
Dokaz. Lahko per partes, lahko pa tudi upostevajo¢ cos(nz) + i - sin(nz) = e"*. ]

Komentar 1.5

Ce imamo zadosti lepo funkcijo (zvezno, razen v konéno mnogo tockah, kjer obstajata
leva in desna limita, ter odvedljivo med tockami nezveznosti) f : [0, 7] — R jo lahko
razsirimo na [—m, | bodisi kot sodo, bodisi kot liho funkcijo. Tako dobimo za f bodisi
kosinusno, bodisi sinusno Fourierovo vrsto.

Trditev 1.6

Naslednji integrali so standardni pri racunanju Fourierovih vrst:

2 2 2
/x2 cos(nx)dx = T sin(nx) + = cos(nz) — — sin(nz) + C

n n2 ns
[ sin(na)de =~ cos(nr) + 2% sinna) + 2 cos(nz) + C
z°sin(nx)dr = — cos(nz) + — sin(nz) + — cos(nzx
n n? n3

Izrek 1.7: Parsevalova enakost

Naj bo prostor X Hilbertov in {e;}3°; kompleten ortonormiran sistem. Tedaj za vse
x € X velja:

= 2
2
lz]l* = > [{z, &)l
1=1

V specificnem primeru prostora L?[—, 7] se Parsevalova enakost glasi:
| f@)? = 2mad + Y- (a4 12),
- i=1
kjer je Fourierova vrsta funkcije f(z) enaka

FV(f)(x)=ao+ i (ay, cos(nx) + by, sin(nz))

n=1
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2 Vektorska analiza

Pravilen pogled na skalarna ter vektorska polja ni kot funkcije treh spremenljivk nad
R, temveé kot funkcije, ki sprejmejo vektorje v R3. V izbrani bazi takemu polju seveda
pripada neka neka zvezna funkcija treh spremenljivk, a nista a priori enaka.

2.1 Vektorske diferencialne operacije
Definicija 2.1

Gradient polja je operator V, ki ima v standardni bazi obliko V = (8%, a%, %).

Divergenca vektorskega polja g(7) = g(x,y, 2z) = (X (7), Y(7), Z(7)) je definirana kot

e - 0X 9y 07
dlv(g)—V~g—%+afy+@

Vektorsko polje je solenoidalno polje, ée je div(§) = 0

Komentar 2.2
rot(Fx @) =V x (Fx @) #(V-@)-7—(V-7)-a
Enakost iz prvega letnika v tem primeru ne velja.

Trditev 2.3: Lagrangeva identiteta

Naj sta @ ter b vektorja v R3. Tedaj velja

Definicija 2.4

Vektorsko polje f je potencialno, ce obstaja skalarno polje u, da velja

—

f = grad(u).

Polje v imenujemo potencial vektorskega polja f

Primer 2.5

« Pokazi, da je f = (2 cos(y) — y?sin(z), 2y cos(z) — 2% sin(y), 4) potencialno polje
ter doloc¢i njegov potencial.

e Doloci a,b € R, da bo f = (2 (azzy* — y),2 - (ba’zy® — x), 3x%y*) potencialno
polje.
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Resitev. o Kerjeu, = 4veljau(x,y, z) = c3(x,y)+4z. Z integriranjem analogno izpeljemo

u = % cos(y) + y* cos(z) + c1(y, 2)

ter
u = y* cos(x) + 2% cos(y) + ca(x, 2).
Vemo, da je potencial do konstante natanéno doloc¢en. Asist. dr. Gregor Cigler poda na-
slednji nasvet za to kako uganemo potencial: "Vzamemo vsoto unije ¢lenov, ki se pojavijo

pri posamezni integraciji."Ce sledimo tej mordrosti uganemo:

u(@,y, z) = a* cos(y) + y* cos(x) + 4z + ¢,

kjer je c € R.

L]
—

rot(f) =

Opazimo, da je b = 6 ter a = 3. Dolo¢imo Se potencial:

32yt
v wy) + 1y, 2)

(12y3x2 — 2b2*y?, 2axy® — 6ay?, dbxzy® — 2 — Saxzy® + 2) :

u, = 2(3v2y* —y) = u:2<
6 2,4
u, = 2(62°29° — 1) = u=2 <xzy4my — xy) + co(z, 2)
u, = 303y, = u=32%y*z + c3(z,y)

Tako uganemo u = 3z%y*z — 2zy + ¢

Izrek 2.6
Naj bo f: D — R3 funkcija razreda C* ter D odprta podmnozica R3, ki je zvezdasto
obmocje. Tedaj velja:

fje potencialno polje <= rot( 3 = 0.

Implikacija iz leve v desno velja v vsakem primeru.

Primer 2.7
Naj sta a,b € R3. Pokazi, da je

F
rad | = =
& <w>

Resitev. Preden za¢nemo se pokrizamo, nato pa gremo bash

ST
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Ce je 7= (2,y, 2) ter je r = |7]?, potem so naslednje funkeije harmoni¢ne - zanje velja

—

V-V f =div(grad(f)) = 0.

=

firy =r

= T

=25

r3

g T

f(”#):’l"2—z2
.

= i




Hugo Trebse Vaje iz analize 2b

2.2 Integrali skalarnih polj po ploskvah in krivuljah

Primer 2.9

Izra¢unaj povrsino torusa s polmeroma 0 < a < R.

Resitev. Plasc torusa parametriziramo kot
=(R+a-cos(f))cos(p) Ny = (R+a-cos(f))sin(p) A z = asin(h),

kjer ¢ € [0,27) ter 6 € [0,27). Tako je #(p,0) = (z(p,0),y(p,0), (¢, §)) parametrizacija
torusa.

7 = (R + acos(f)) sin(p), (R + acos(f)cos(p),0)

—

7 = (—asin(f) cos(y), —asin(0) sin(p), a cos())
E=7, 7,=(R+acos(h))?
G=7y -7=ad
F=0

Vrednost F' = 0 smo uganili, saj je 7,-7, = 0 <= 7, L 7,. To se zgodi natanko tedaj, ko
so koordinatne krivulje pravokotne (koordinatna krivulja je pot, ki jo orise ena koordinata
pri fiksni drugi koordinati v parametrizaciji). Pri torusu sta koordinatni krivulji krog z
radijem R v xy ravnini ter krog z radijem a, ki opise obseg torusa. Sledja sta pravokotna.
Dobimo

2 27
/ ds = / (R+ acos(0))dfdy = / / (R4 acos(0))dfdp = 2ma - 2w R

Zelo pomenljiv rezultat. O]

Komentar 2.10

Imamo parametrizacijo, ki iz "lepega'podprostora D C R? slika v nas ciljni objekt v R3.
Od parametrizacije zahtevamo injektivnost ter regularnost (odvodi so nevzporedni):

Fux 7y #0 Y(u,v) €D

Trditev 2.11: Povrsina ploskve

z/dS:/ 17 % 7| dudvz/ VEG — FZ2 du dv,
S D D

kier je E = |F)) =7, - 7, G = |Fy|° =7, - 7, ter F =7, - 7,
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Primer 2.12

Na enotski sferi je dana krivulja K z enacbo
p = tan(f),
kjer sta ¢ ter @ sferi¢na kota. Doloc¢i dolzino krivulje K.

.....

Resitev. Dopusten interval za 6 je [5F, 7],
0 je tukaj zemljepisna visina, ¢ pa zemljepisna Sirina.

(¢, 0) = (cos(yp) cos(h), sin(p) cos(0), sin(6))
T, = (—sin(¢p) cos(h), cos(p) cos(8), 0)
79 = (— cos(ip) sin(d), — sin(p) sin(6), 0)
E =7, 7, = cos(d)’
F=0
G=ryp-T9=1,

kjer smo F' = 0 dolod¢ili iz pravokotnosti poldnevnikov ter vzporednikov.

1
dp = ———db
7 cos(f)?
Tako velja
\/1+ cos(6
(K)=2- / cos( 5d0?)? + 1(d0)? /
COS(Q) ~ cosf
Konvergenco slednjega obravnavamo upostevajoc
o . y sin(xr) ]
cos(x) = sm(g —x) ter lig —— =1.
Dobimo, da integral ne obstaja. O

Komentar 2.13

Naj bo D C R? ter 7(u,v) parametrizacija. Naj bo () = {(u(t),v(t)) |t € [t1,t2]}
krivulja v definicijskem obmocju 7. Tedaj je

w-

kjer je du = %dt ter dv = %dt ter

t
dt= [ VEduw +2F dudv + G dotdt,

t1

d,
(0. 0(0)

d’s = E du® + F du dv + G dv®
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Trditev 2.14: Integral skalarnega polja po krivulji

Ce je u(z,y,z) skalarno polje ter je K = {7(t) | ¢t € [a,b]} (kjer je 7(t) regularna
parametrizacija: 7(t) # 0) neusmerjena krivulja je

/Kuds:/abu(F(t))|?(t)|dt.

Primer 2.15

Naj bo a > 0. Izracunaj tezis¢e homogenega loka astroide, ki je podana z enacho

Wi
win

2
3

x3 +y3 =a3, x,y>0

Resitev.

1 / J 1 / J 1 / J
=—— | zdn=——+ [ x-pds=——- | xpds
o m(K) Jk m(K) Jx P fxpds Jk pass

kjer je ds "delc¢ek'dolzine ter p dolzinska gostota. Ker je K homogena se p pokrajsa

1
xT:m/I(.IdS.

Kaj pa je ds? Po fizikalno lahko pot enac¢imo s produktom hitrosti ter spremembe casa.
Tako velja

Prvi korak je, da krivuljo parametriziramo, kot funkcijo 7(¢), ko parameter ¢ pretece neko
obmocje, v tem primeru interval. V nasem specificnem primeru je ustrezna parametriza-
cija

r=acos(t)® ter y=asin(t)®, t€l0, g]

UK = /O 17 (1)t

7(t) = (—3a cos(t)?sin(t), 3asin(t)? cos(t))

|7 ()] = \/9(12 cos(t)*sin(t)? + 9a? sin(t)* cos(t)? =
= 3asin(t) cos(t) - \/Sin(t)2 + cos(t)? = 3asin(t) cos(t),

kjer smo izraz znotraj korena nesli ven, ker je venomer pozitiven.

() = | ? 3 cos(t) sin(t) dt = 2@.

us

-z 5 1 3
/ xds = / acos(t)? - 3acos(t) sin(t) dt = 3a2/ cos(t)*sin(t) = 3a2/ thdt = gaQ.
K 0 0 0

Sledi, da je xr = %a, iz razlogov simetrije je yr = %a. O

10
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Trditev 2.16: Integral skalarnega polja po ploskvi

Naj bo 7(u,v) regularna parametrizacija (maksimalen rang diferenciala) obmocja S,
ko (u,v) preteceta obmocje A.

/ g(x,y,2)dS = / g(7(u,v)) [T X Tp| du dv,
g A

kjer je
=VEG — F?dudv = |7, X 7| du dv,

ter so F/, G, F doloceni glede na 7, ter 7, ter identiteto

@x 8 =a? o] - (a-b)

Primer 2.17
Izracunaj
/ —S kje 'eD——{( )‘ <1A >0}
; r r,Y,z2) | T+ y+ z+ z,Y, 2,

Resitev. D je tetraeder. Ker je 8D ploskev gre za integral funkcije po ploskvi, ki je

odsekoma gladka. g(z,y,2) = m Integriramo po gladkih kosih ploskve 0D.

Najprej integriramo po ravninskem odseku, ki ga parametriziramo na sledeci nacin

F(x7y) = <x7y7 l—x _y)
Tako je 7, = (1,0, —1) ter 7, = (0,1, —1). Sledi 7, x 7, = (1,1, 1) ter |7, x 7,| = /3.

/SﬂgdS:\/g-/ol dx/olxgdyz\/g-/ol da:/olxwdy:
_\/_/ dx(1+x1+ylm> :_;/§+\/§ln(2)

Poglejmo se ostale robne ploskve. Ko je y = 0 je ustrezna parametrizacija 7(x,z) =
(x,0,2). Sledi 7, = (1,0,0) ter 7, = (0,0, 1), zato je |7y x 7| = 1.

11—z
ST A e
SygdS dx 1+x 1—|—x

Iz razlogov simetrije je

der =1—1In(2)

z=1—x

/S gdS:/S gdS =1—In(2).

Sedaj izracunamo Se integral po zadnjem gladkem delu

1 11—z ]_ ]_
dS:1~/ d/ . dy= i
szg o o (14 x+y)? Y70 +In(2),

11
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kjer smo upostevali rezultat iz izracuna integrala po Sy.

Tako je
gdS =2 (1=1n(2)) + (1 + v3)(In(2) — ;)

oD

Komentar 2.18

Ceje S C R x R x {a}, potem je

/59615=/A9(93,y,a) dz dy,

kjer je A projekcija S na (x,y) ravnino.

12
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2.3 Integral vektorskih polj po ploskvah in krivuljah

Trditev 2.19: Integral vektorskega polja po krivulji

Naj bo 7(t) regularna parametrizacija krivulje K = {7(¢t) | t € [a, b]}. Tedaj je

[ Far= [ (e 7o) a

kjer - oznacuje skalarni produkt.

Komentar 2.20
Ce je
F(',Ij? y7 Z) = (P($7 xy? Z)? R('x7 y? Z)? Q(aj? y? Z)) )

potem integral tega vektorskega polja po krivulji £ pogosto oznacujemo kot

/ﬁdF:/P(x7y, z) dz + R(z,y,2) dy + Q(=,y, 2) dz.
L L

Primer 2.21

Naj bo a > 0 ter a € [0, 27]. K = S(0,a)NII, kjer je IT ravnina z enac¢bo y = x tan(a).
[zracunaj

/K(y —z2)dr + (z — x)dy + (z — y)dz

Opazimo, da zelimo integrirati vektorsko polje, namrec
f(x, y,2)=(y — 2,z —x,r —y), zanima nas / fdr.
K

Ce je ¥ = (x,y,2) = di = (dz,dy,dz). Integrand je sedaj skalarni produkt fter
dr. Parametrizirajmo krivuljo. Kot presek ravnine ter sfere, kjer ravnina poteka skozi
sredisce sfere dobimo glavni krog. Nas parameter bo kot, ki ga predstavlja geografska
viSina. Asist. prof. dr. Gregor Cigler nam svetuje, da potegnemo asa iz rokava (med
vajami je dejansko pogledal v rokav svoje jopice), ter se posluzimo sferi¢nih koordinat.
Tako je

x = acos(0) cos(p), y=acos(0)sin(p), z=asin(), 0 € [— ] A € [0,7).

2 2

Kot 6 predstavlja geografsko visino, kot ¢ pa geografsko Sirino. V nasem problemu fiksi-
ramo ¢ = «, kar poda ustrezno parametrizacijo glede na 6, namrec

7(0) = (acos(a) cos(0), asin(a) cos(#), asin(h))
— () = (—acos() sin(f), —asin(a) sin(f), a cos(9)) A f(7(6
F(7(6)) = (asin(a) cos(d) — asin(6) ) co

7(6))
s(a) — acos() sin(«))

,asin(f) — acos(#) sin(a), a cos(6

13
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Daljsi izra¢un pokaze

—

f -7 = a*(cos(a)) — sin().
Tako je )
/K fdi = /0 a®(cos(a) — sin(a)) df = 2ma® (cos(a) — sin(a))

Ko racunamo integral vektorskega polja po krivulji moramo skrbeti Se za orientacijo. Nasa
orientacija je bila v nasprotni smeri urinega kazalca.

Komentar 2.22

Orientacija ploskve je zvezna izbira enotskih normalnih vektorjev na celotni ploskvi.
Ce ima ploskev regularno parametrizacijo, potem je orientabilna, saj je

L Ty X Ty

T T

|7 X T

gotovo enotski normalni vektor, saj sta odvoda 7(u,v) po parametrih linearno neod-
visna (maksimalnost ranga).

Vsaka orientacija ploskve inducira tudi orientacijo njenega roba, namrec ¢e si predsta-
vljamo, da stojimo na ploskvi z glavo v smeri orientacijskega vektorja, potem je rob
orientiran tako, da ko ga obhodimo ploskev lezi na nasi levi.

Trditev 2.23: Integral vektorskega polja po ploskvi

Integral vektorskega polja po ploskvi lahko pretvorimo na integral skalarnega polja po
ploskvi na naslednji nacin

/Sfdg = /S(]? ]\7) dS, kjer je N enotska normala na dS.

—

Ce imamo regularno parametrizacijo S kot 7= 7(u,v), kjer sta (u,v) € A, potlej je

/Sfd§:/A<f(f<u,v)).(?‘i?)mvao du dv =

kjer v primeru, da je vektor 7, x r, usklajen z N piSemo predznak -+, v nasprotnem
primeru pa piSemo —.

14
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Komentar 2.24

Pri integralu vektorske funkecije f = (P, @, R) po orientirani ploskvi S uporabimo tudi
oznako

/fdgz/dedz—i—Qd:cdz—l—Rdxdy.
S S

Za integral vektorkse funkcije po orientirani ploskvi ob¢asno uporabimo tudi izraz
pretok vektorske funkcije skozi ploskev.

Primer 2.25

Naj so a,b,c € R. Naj bo S = {(z,y,2) | zTy*> + 22 = 1 Az, y, z,> 0}. Izracunaj

/adydz+bd:vdz+cdxdy.
S

Resitev. Opazimo, da je zeleni integral integral vektorskega polja po ploskvi.

I:/fdg, f: (a,b,c).
S
Uvedemo sferiéne koordinate

x = cos(f) cos(p), y = cos(f)sin(p), z=sin(f), ¢,0 € [0, g]

( ) = (cos() cos(p), cos(0) sin(p), sin(A))
= (—sin(0) cos(y), sin(f) sin(p), cos(0))
ﬁo = (— cos(#) sin(p), cos(f) cos(y), 0)
7p X 7, = (— cos(6)? cos(p), — cos(0)? sin(y), — cos(f) sin(d)) =
= —cos(f) - (cos(#) cos(p), cos(0) sin(yp), sin(h)) = — cos(0) -

=y

V nasi orientaciji N kaze proti izhodisc¢u.
= / fds = / d(p/ —acos(6)? cos(p) — beos(0)? sin(p) — csin(f) cos(@)) do.
s

V pomoc¢ nam je lahko funkcija beta, namrec:

2 1 o1 I'(p)I'(q) 3 ™
2 2p—1 2‘11sz — :>/ 2d — =
/0 cos(x)*P™ " sin(x) 5 (p,q) Tt ) ; cos(x)“dx 1
I= /5 (_7T ~ T _ C) —
o\ a cos(p) 4bsm(cp) 5 dp 1 (a+b+c+)
[
Primer 2.26
a > 0. Naj bo .
f(ﬁ,y,z) = <y2 - 22722 - ZL‘Z,ZE2 - yZ)
3a

Izracunaj cirkulacijo f vzdolZ preseka roba kocke [0, a]® in ravnine x + y + 2z = R

15
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Resitev. K razpade na 6 gladkih kosov - daljic. Cirkulacija je integral vektorskega polja
vzdolz sklenjene krivulje - ima fizikalno interpretacijo glede pretakanja vode ter hitrosti
oz. poti delcev. Parametrizacija ene izmed daljic je

At =15 —t0) |t € [5,al} = A1) = (1,0,-1)

Tako je
2

/ fdf:/af-ﬁdt:/a(_ia +3at—2%)dt = ...
Kl a a

2 2

Izracunati moramo Se [x fdFzai € {2,3,...,6} O

Izrek 2.27: Gauss-Ostrogradski

Naj bo D omejeno obmoéje v R?, katerega rob je sestavljen iz koncnega tevila gladkih
ploskev. Orientiramo rob 0D tako, da je orientacija D inducirana z zunanjo normalo
obmocja D. Naj bo F' gladko vektorsko polje v okolici D U dD. Potem velja

/ F.d§= / div(F)dV
oD D

Primer 2.28

m,n,p > 0 ter a,b, c € R. Izracunaj
I = / z2dzdy + y drdz + 22dxdy,
S

ce je naslednje formula zunanje strani ploskve S
T —a)\?2 YA z—c\’
() + () +(55)
m n P

Resitev. S je plasc elipsoida s sredis¢em v (a, b, ¢) ter glavnimi polosmi dolzin m,n, p.

I je integral vektorskega polja po ploskvi. Po Gaussovem izreku sledi

Jz/sf-d§:/Ddiv(f)dvz/D(zx+2y+2z)dv,

kjer je D predstavljen elipsoid, zato je S = dD. Pogoji za uporabo Gaussovega izreka so
izpolnjeni, saj je orientacija zunanja normala D.

Pomnimo

/dde — 27 V(D),

kjer je xp x-koordinata tezisca in V(D) volumen obmodcja D. Ocitno je z-koordinata
tezis¢a v primeru nase elipsoide natanko a. Ker je razteg linearna transformacija prav

tako hitro izpeljemo, da je V(D) = 27 - mnp (kroglo raztezamo za faktor m v smeri x,

). ’

16
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Ako bi nadaljevali racunsko bi faktor mnp dobili, ko bi elipsoido parametrizirali s polar-
nimi koordinatami, ter izra¢unali vrednost Jacobijeve matrike. Tako dobimo

I—§W~mnp~(a—|—b—|—c)

Primer 2.29

—

f(7) = |7* - 7 ter b > 0. Izracunaj pretok f skozi
 tob obmod&ja D = {(x,y,2) | 22 > 2? + y*, 2 < b}
o ploskev 2z = 2% + 2, kjer je 2 < b

R26§i2tev. Pretok je integral vektorskega polja po ploskvi. Robova obmocja D sta S =z =
%, 2 < b ter kroZnica 2z = 2b = z? + y?. Pretok skozi S je

/Sfdgz/Ddiv(f)dV,

kjer smo prvo enakost zapisali po Gaussovem izreku. Ce f zapisemo v kanoni¢nih koor-
dinatah dobimo

— —

F=(@+y+ 222, (0 + 2+ 22y, (2 + 2+ 20)2) = div(f) = 52 +y* + 27).

Tako je zelen integral enak
5/ 2%+ y* + 22dV.
D

Zal integral nima fizikalne interpretacije kot npr. vztrajnostni moment (kot se je zgodilo
pri prejsnji nalogi), kar pomeni, da ga moramo izracunati sami. Vpeljemo cilindri¢ne
koordinate = rcos(p),y = rsin(yp),z = z. Parametri ¢,r ter z zaporedoma tecejo po
[0,27), [0,/2b] ter [%,b]. Integral se tako pretvori v

b

2 V2b b
5/ (x2+y2+22)dV:5/ d@/ dr/2 (r? + 2%)(r) dz = 107 (= +
D 0 0 =

3 4)’

kjer smo integrand pretvorili upostevajo¢ novi spremenljivki ter Jacobijevo matriko po
spremembi spremenljivk, izracun integrala pa smo spustili.

Pojdimo na drugo tocko. Sy je tukaj krog, ki ga dolo¢i druga enacba. Ker je 0D = SU S,
velja po aditivnosti integrala

/ Fds = / fas— [ fas,
S oD S,
sledi, da je
/ fdS = / f-ids = / (z2® + 29° + 2°)dS = / ba? + by? + bdS,
Sb Sb Sb Sb

upostevajo¢ aditivnost ter odsotnost arugmenta tretjega integrala dobimo, da je zgornji
izraz enak

b (2b) + /S (@ + 42)dS = b (2mb) + (27?),

17
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kjer smo zadnji integral izracunali po uvedbi polarnih spremenljivk.

Izracunali smo integral po odsekanem delu rotirane parabole ter po omejujocem krogu,
kar pomeni, da je njuna vsota enaka integralu po celotni meji obmocja S. [

Komentar 2.30: O izbiri parametrov

Najprej smo izbrali ¢, ki gotovo tece po [0, 27). Za vsak ¢ na tem intervalu bo za nek
r na [0, v/2b] izbrano neko podobmocdje. Vse ustrezne izbire z-ja so potem seveda vigje
od g, ter nizje od b.

Izrek 2.31: Greenova formula

Naj bo D omejeno obmocje v ravnini, katerega rob je sestavljen iz konc¢nega Stevila
gladkih lokov in je pozitivno orientirana. Naj sta P in ) gladki funkciji na D U dD.

Tedaj je
P
/ de+Qdy:/ 0Q 0P iy
oD p\Oxr 0Oy
Primer 2.32
[zracunaj
[ xdy — ydx
ko a4+ y?

kjer je K C R? sklenjena krivulja, ki
e Ne obkrozi izhodisca.

e Obkrozi izhodisce.

Resitev. Omejimo se na primer K = 9D, za obmocje D s kosoma gladkim robom. V
prvem primeru lahko predpostavimo, da (0,0) ¢ D. Uporabimo Greenovo formulo za
P= 1,2_74_‘”@/2 ter ) = gl ki sta gladki dokler (0,0) ¢ D. Tako se zeleni integral pretvori
v obliko

g2 4y _2? 4 g
Pz +Qdy = [ (Qu— P)dudy = | - dady = 0.
/é)D x + Qdy D(Q y)dxdy D<($2—|—y2)2 (22 + 42)? ray

V drugem primeru je strategija naslednja: iz D izrezemo dovolj majhen krog K((0,0),¢),
da je K((0,0),e) C Int(D) (¢e bi sledili prejsnji metodi bi dobili divergentni integral).
Ideja je, da sedaj izracunamo integrala po notranji kroznici 9K ((0,0),¢) ter po D \
K((0,0),¢), nato pa po Greenovi formuli razberemo integral po krivulji kot razliko sle-
dnjega in prvega. Definirajmo D' = D \ K((0,0),¢), kar implicira 0D’ = K U {(z,y) €
R? | 22 + y* = 2} = K U C. Tako po Gaussovem izreku velja

/ldiv( 3d5:/19D/ de:/%dejL /;_fdﬁ

18
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V prejsnjem primeru smo ze izrac¢unali divergenco polja f ter ugotovili, da je enaka 0.
Tako je skrajno levi integral enak 0. Poskrbeti moramo le Se za orientacijske tezave,
namre¢ 0D je orientiran pozitivno, med tem ko je S orientiran negativno. Tako sledi, da
je integral fpo K = 0D enak integralu fpo C.

d —_ — d = _—
/K+f " c—fr o x?+y?

/27r esin(yp) - esin(p) — (—ecos(p)) - € cos(p) dp — 2m L dp =21
0 g2 0 ’

kjer smo negativno orientiran krog parametrizirali kot z(p) = —ecos(p) ter y(y) =
esin(ep).

Tako za vse sklenjene gladke krivulje K, ki obkrozijo izhodisce, velja, da je

xdy — ydx
[y,
K+ x4 2

Komentar 2.33

Kar smo storili je pretvorili integral po poljubni gladki sklenjeni krivulji na integral
po kroznici. To smo lahko storili, saj sta objekta homotopna.

Primer 2.34

Naj so r7,...,7, € R3 razliéni in e, ..., e, € R. Definiramo
M=)y V(——).
f(7) ; (me_m)

Izracunajmo pretok f skozi zakljudeno ploskev, ko objema tocke {ri}.

Resitev. Naj bo S = 0D ter {r;} v Int(D). Radi bi se polsuzili Gaussovega izreka, a
imamo tezavo, saj ima f singularnosti pri {7;}, zato naredimo isto kirursko operacijo kot
pri nalogi zgoraj. Okoli vsakega vektorja v {r;} izrezemo kroglo z radijem ¢;, tako, da se
zaprtja krogel ne sekajo. Ce bomo na kirursko spremenjenem obmodju uporabili Gaussov
izrek, bo integral divergence enak 0, saj iz Ze reSene naloge vemo

Trditev 2.35

V-V<ﬁ1 H) :div(grad<ﬁ1 H)):O.
r—a
Naj bo
=D\ [J K (e,

=1

19
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Sedaj lahko na obmoc¢ju D’ uporabimo Gaussov izrek, saj f na tem obmocju nima singu-
larnosti.

fdS= [ div(f)av =

oD’ D’

Ker je 0D’ = 0D U (U, 0K (7, ¢;)) sledi

Posamezen izmed integralov na desni je enak

/3K+fds / Z 47r|7"—rZ Z/E)K+47r|r— _’|3’

ker pa je po Gaussovem izreku za i # j (za naso funkcijo f namrec velja V - V f =0)

P
/ ———3d5=0
3Ki7‘—7“i|

/ Fas=[ S 17N 48,
8KZ.+ 0K; 47 |7“ -7

normalen na 0K;, zato lahko zapisemo s = i - ds, kjer je

sledi

— 7”1

Obenem je vektor =2

7il
"+ kar pomeni
|[7—73]

n =

/ & o oLg / 1
oK, 4m |F—fg\3 4 Jox, |7’—7’Z|
O0K; parametriziramo kot

{(e; cos(8) cos(ip), g; cos(0) sin(p), &;sin(0) + 77 | 6§ € [%ﬁ, g], e € 10,27},

kar pomeni

/8Ki

Druga moznost je, da opazimo, da je funkcija ﬁ na OK; identicno enaka e?, kar

1 2m z 2 cos(f _
——dS = /0 dp /_; 52() df = 27 - sin(6) = 4.
2 7

omogoca, izracun

1 1 1

Posledicno je
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Izrek 2.36: Stokes

Naj bo M omejena gladka orientirana ploskev razreda C?, katere rob je sestavljen iz
kon¢nega stevila gladkih lokov. Orientacija OM naj bo inducirana iz orientacije M.
Naj bo F' vektorsko polje razreda C*, definirano v okolici mnoZice M U dM. Potlej je

—

ﬁd?z/ rot(F) dS.
oM M

Komentar 2.37

Na daljsi nac¢in zapiSemo Stokesov izrek za funkcijo F= (P, Q, R) kot

Pdr+Qdy+ Rdz =

oM
OR 0Q oP OR 0Q 0P
/M (8y 82) dydz (82 6x> dxdz + (ax (9y> dzxdy

V primeru, ko je R =0, P ter () pa sta odvisna le od z in y dobimo Greenovo formulo.

Primer 2.38

I= /S(l + 22) f () dydz — 22y f(z) dzdx — 3z dxdy.

Doloc¢i f € C', da je I enak za vse omejene ploskve S, katerih rob je kroZnica
{(cos(t),sin(t),1) |t € [0,27]}. Za vsak f doloéi tudi I.

Resitev. Definiramo

—

f=(1+2%)f(x), —2zyf(z), —32) = I:/Sfdg

Ce imamo dve ploskvi, S7 in Sy, ki imata za rob naso kroznico, ena izmed katerih poteka
v pozitivni smeri z osi, druga pa poteka v negativni smeri z osi, potem je njuna unija
meja nekega obmoéja S U Sy = dD*. Po Gaussovem izreku na D velja

Aﬂmgzéﬁwgmv
div(f) =0 = /8D+:/S+—/7:

Od prej 7e vemo, da je f solenoidalno <= f (x ) = 3arctan(x)+c. Tako je solenoidalnost

f zadosten pogoj za enakost vseh integralov f po ploskvah z robom na kroznici. Sedaj
izracunamo integral I tako, da izberemo ploskev Sy, ki je enaka izbranemu krogu. Dobimo

Tako sledi, da je

fdS = —3r
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Komentar 2.39

Da se pokazati, da je solenoidalnost f tudi potrebni pogoj. Okvirno bi to storili na
naslednji nacin: izberemo poljubno tocko v definicijskem obmocju in okoli nje naredimo
poljubno majhno kroglo. Obe hemisferi napeljemo na kroznico ter vidimo, da v limiti
dobimo nicelnost divergence.

Primer 2.40

@+ 0terbeR3. F(F) = (7F— @) x (F— b). Izracunaj cirkulacijo F vzdolz krivulje K,
ki jo tvorijo vsi vektorji, za katere velja

Resitev. Prvi pogoj pove, da je 7 na krogli s sredis¢em v izhodisc¢u ter radijem |@l|, v
drugem pogoju pa prepoznamo enacbo ravnine z normalo @, ki vsebuje tocko % 7. Njun
presek je kroznica K, ki je rob kroga B. Zanima nas

—

/ Fdi= / rot(f) 3,
K B
kjer enakost sledi po Stokesovem izreku. Normala B je n = %‘ Velja
rot(F (7)) = rot(F X 7 — @ X 7 — 7 X b+ @ x b) = 1ot(7¥ X @ — 7 X b) = —2d + 2b,
kjer smo uporabili Ze od prej znano identiteto

Trditev 2.41

rot(7 x ¢) = —2¢

Zelen integral se tako pretvori v

/B 2(5’;‘@ ds = 2@‘;,'5)13(3).

Sedaj iS¢emo le Se ploscino B, gotovo je enaka P(B) = wb?, kjer je b radij kroznice. Iz
Pitagorovega izreka izracunamo, da je |7> = b2 + ’%F‘ — =3 7% . O

Primer 2.42

Naj bo K zakljucena krivulja na enotski sferi. Izracunaj

I—/ dr + dy + dz
- K(x2+y2—|—22)2'
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Resitev. Pravzaprav racunamo integral

I:/ Far,
K

kjer je f(z,y,2) = m(l,l,l). Obenem je f(r) = (1,1,1) za vse ¥ € S;. Upo-

rabimo Stokesov izrek in integriramo rotor po neki ploskvi, katere meja je K, dobimo
0.

Ce je krivulja K tako grda, da ni meja ploskve bi pa v primeru, da je f potencialno polje
(gradient nekega skalarnega polja) in K krivulja z zacetkom a in koncem b, veljalo

/K fdr = u(b) — u(a).

V primeru, da je K zakljucena je integral enak 0.

V nagem primeru fni potencialno, ampak () = (1,1, 1) je; obenem velja f(F) = ¢(7) za
r € Sy. Nicelnost V x § = rot(g) dobimo z direktnim izra¢unom, lahko pa tudi opazimo,
da je V(z,y,2) = (1,1,1) = g, zato je § potencialno polje, poslediéno je njegov rotor na
zvezdastem obmocju nicelen. O]

Primer 2.43

Naj bo A > 0 ter f (r) = 7. lzracunaj pretok f skozi plas¢ in osnovno ploskev stozca
w2+ y? < 2%zaz€[0,h]

Resitev. Prvi pristop je racunski, integral na plascéu stozca je 0 iz razlogov pravokotnosti,
na osnovni ploskvi pa znamo izracunati.

Drugi pristop je pa z Gaussovim izrekom, kjer izberemo obmocje notranjosti stozca. Tako
je

FdS — v dV = _ 9.3 _ 13
6Dfd5—/Dd1v(f)dV—/D3dV_3 Sht = ',

Obenem je
/ fdﬁ:/fd§+/fd§=o+/ 7ds.
oD s A A
kje je S plasc stozca, A pa njegova osnovnica. n
Primer 2.44

Dolo¢i privlacno silo med tockastim telesom z maso my, ki je v izhodiscu, ter homogeno
severno polsfero z maso M, ki ima sredisce v izhodiscu ter radij a > 0.

Resitev. Privlacna sila med tockastima telesoma z masama m; ter msy ter medsebojno

razdaljo r ima enacbo
my - Mgy

F=G

r2
V nasem primeru izberemo zelo majhen delcek sfere, ki naj ima maso dm = p- dS, kjer
je p lahko praviloma odvisen od del¢ka dS, v nasem homogenem primeru pa je p =

2ma?
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S svojo fizikalno intuicijo izpeljemo privlac¢no silo med tockastim telesom v izhodiscu ter
delckom dS kot

mo - p
a

dm

dF = G2 dm = @
a

Iz razlogov simetrije vemo, da bo rezultanta kazala vertikalno, zato nas pravzaprav zanima
le vertikalna komponenta sile dF', ki jo ozna¢imo z dF” ter velja

dF' = Gp - % cos(a) dm,

kjer je a kot med z osjo ter vektorjem dF'. Uvedemo polarne koordinate
x = acos(f)cos(p), y=acos(f)sin(p), z= asin(f).

Ce so (z,y, 2) koordinate tocke, ki doloca d.S, potem je o = 5 — 0. Tako je

dF' = Gp% cos(f — g)dS.
Od prej ze vemo, da je

dS = a® cos(#) ddy, saj je VEG — F2 = acos(6).

Sledi

27 27 5
F= / dgo/ Gp— sin(6)a® cos(6) do :/0 dgp/o Gmop - sin(f) cos(8) df =

M GmoM
(2m)Gmq 2ma? 2a?

: /072r sin(#) cos(#) df =

Primer 2.45

D C R? obmoéje z gladkim robom in prostornino V. a € R3. Izrac¢unaj
— / (7x &) x dS

Resitev. Dvomljiveem v riguroznost postavljenega problema priporoc¢am, da si zapisejo
(7" x d) x dS = (7 x @) x ©dS ter integral obravnavajo kot integral vektorskega polja po
ploskvi.

Iz Algebre 1 pomnimo

Tako sledi

Ker je dS = 7idS sledi
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Tako je
I= </8D(7“ . n)dS> a— (/BD(xa 1) dS, /E)D(ya 1) dS, aD(za - 1) dS>

Prvi integral je enak
/ 7. fdS = fdﬁ:/ div(7) dV = 3/ dv.
oD oD D D

Pri drugem integralu imamo

/BD(xa-ﬁ)dS:/Ddiv(m)dvzal./de.

Iz razlogov simetrije je

([)D<x5-ﬁ> dS,/aD(yd-m ds, | (=i -1i) ds) =i-V(D),

iz Cesar sledi

QL

[ =3V(D)-@— V(D) a=2V(D)-

Primer 2.46

Dokazi, da je za f = (2z cos(y) — y*sin(z), 2y cos(z) — 22 sin(y), 4)

/def

enak za vse krivulje K med (0,0,0) in (5,3, 7) ter ga izracunaj za krivuljo

Ko = ((cos(t), sin(t), ) | t € [-2, 2n]).

Resitev. Gotovo je zadosten pogoj za enakost vseh integralov potencialnost vektorskega
polja f V daljni preteklosti smo ze izracunali, da je polje potencialno, kar implicira
zeleno. Ce tega ne bi vedeli, bi bilo potrebno zaradi zvezdastosti obmodja preveriti le
nicelnost rotorja. To bi nam pokazalo, da je polje potencialno, a ker Zelimo vedeti tudi
kaj to¢no je potencial se moremo posluziti davne metode integriranja. Velja

Vu(7) = f(7), za u(z,y,z) = 2% cos(y) + y° cos(x) + 4z.
Sedaj le Se vstavimo v enacbo
[ Far=u(v) - u(a),
K

kjer je b kon¢na tocka in a zacetna tocka, da dobimo zelen odgovor. O

Primer 2.47

Naj bo K C (0,00) x (0,00) kosoma gladka krivulja med tockama (1,1) in (2,2).
Doloc¢i u, da bo
I= / u(z,y)(ydr + xdy) neodvisen od K
K
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—

Resitev. Definiramo f(x,y) = (y,x). Tako je integrand § = u - f. Zeleli bi, da je g
potencialno. 7 nekaj racunanja dobimo, da potencialnost ¢ implicira zu, — yu, = 0.
Greenov izrek tako poda enakost integralov za poljubni dve krivulji, saj njuna unija tvori
obmodcje s kosoma gladko mejo v R%. Funkcijo § vloZimo v R?, na nacin h = (yu, zu, 0),
da lahko izracunamo kdaj je rotor nic¢elen. Z uvedbo novih spremenljivk ¢t = xy ter s = %
ter nekaj racunanja dobimo, da je zadostno, da je u(z,y) = h(zy) za neko h : R — R
razreda C*. O

Primer 2.48

Naj sta u,v € C? ter D C R3 s kosoma gladkim robom. Naj bo € enotski vektor.

Smerni odvod % = grad(u) - €. Naj bo 7 zunanja enotska normala na D. Pokazi

Jv
/8D u%dS = /D (grad(u) - grad(v) + uAv) dV

ov ou
/aD(u-%—v-%)dS—/DuAv—vAudV

kjer A ozacuje Laplacov operator.

Resitev.

ou Lo 5 R
/azvu : %dS =/, grad(v) 1idS = aD(u -grad(v)) dS = /D div(f)dV,

—

kjer smo vpeljali f = u - grad(v) ter uporabili Gaussov izrek.

—

div(f) = (uvy) s+ (uvy)y+(uv,) , = UpVp+uvy+uyvy+uvy,+u,v,+uv,, = grad(u)-grad(v)+ulv,

saj je Av = Ugy + Uy + Vs

Podobno sklepamo

ov ou :
/az) Ups v%db’ = /D (grad(u) - grad(v) — uAv — grad(v) - grad(u) — vAu) dV,
kar smo zeleli ]
Primer 2.49

Naj bo f: R?® — R3 harmonicna funkcija - Af = 0. DokaZi, da za a > 0 velja

1

le)= 4a?

[ fds=£(0,0,0).
S(0,a)

Resitev. Nasvet: Parametriziraj S(0,a) ter nato s pomocjo odvajanja ter Gaussovega
izreka dokazi trditev. Odvajamo, saj zelimo pokazati nicelnost odvoda, kar implicira, da
je zelen integral konstanten. Nato lahko s posreceno izbiro f izracunamo ¢emu je enak.

x = acos(f) cos(p),y = acos(f) sin(p), z = asin(0)
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je prametrizacija sfere 7(0, ¢). 1z preteklosti vemo, da je

= |7y x 7,| dpdf = a® cos(0)dpdd.

27r 5
I(a) 47ra2/ /ga cos(0) f(7(8, p))do.

Iz Ana2a vemo, da je

1 2 2 dg
a)=— | d / “Ja,0
a) 47_(_/0 (p _g aa(a7 7%07)

kjer definiramo g(a, @, p) = cos(0) f(7(¢, 0)).
/()2”6[90/27r cos(0) f(x,y, z) db
3
x,1, 2 so odvisni od a. Tako posredno odvajamo na sledeci nacin

dg
% = fxxa + fyya + fzza-

1

27 5
I'a)= o= [ de [ cos(0) (Foa + fypa+ for) d6 =

A7
1
4

il /2” dp /72; cos(8)( fz cos(8) cos(p) + f, cos(8) sin(p) + f. sin(0))db.

V integrandu prepoznamo grad(f) - 7, kjer je 7 enotska normala na S(0,1). Integral je

tako enak

1

.1
1= 145 it
(a) gy S(O’l)gradfds 1 K(gJ)dlv(gMd(f))dV .

™

saj je f harmonicna. I(a) = konst..

a—0 471 a—0

2w 5
I(a) =lim I(a) = — hm d(p/ _cos(0) f(z,y,z)dd
3

1
47 Jo

2

Komentar 2.50

To je inacica izreka o povprecni vrednosti.

27

AfdV =0,

/% ds /_ cos(0) Q}géf(x,y, 2) = f(0, 0,0)> d6 = £(0,0,0).
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3 Holomorfne funkcije

Definicija 3.1: Holomorfnost
Funkcija f je kompleksno odvedljiva v tocki a, ¢e obstaja f'(a) € C, da je

o flath) = f(@)
(o) = i DEEH =2,

kjer je limita komopleksna.
Ker smo patolosko odvisni od realnega lahko na kompleksno funkcijo gledamo tudi kot
na funkcijo dveh realnih spremenljivk, kjer je

flz+iy) = u(z,y) +iv(x,y), kjer sta u,v: R — R.

Trditev 3.2: Cauchy-Riemmanov sistem enacb

Funkcija f = u + iv je holomorfna na D natanko tedaj, ko na D velja sistem enacbh

Trditev 3.3

Funkcija f(z) = Z ni holomorfna.

Primer 3.4

Naj bo D C C obmocje ter f holomorfna na D. Katere od fi, fa, f3 so holomorfne.
- filz) =F(2)
« fa(2) = f(i2)
« f3(2) = f(2)

Resitev. Pri f; imamo ociten protiprimer f(z) = z, a zaradi sistematike opazujemo CR
sistem.

f=u+1weOD) = u, =v, ter u, = —v,
fi=u—ive OD) = u, = —v, ter uy =v, = Uy =Uy, =V, =0, =0

Edini ustrezen primer je f = konst..
Za fo(w + i) = ulz, —y) + i0(w, —y) = us(w, ) + ivs(z,y) izradunamo
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kar ocitno implicira konstantnost fs ter zato konstantnost f.
Za f3(x 4+ iy) = us(x,y) + tvs(z,y) = u(x, —y) — iv(x, —y) izratunamo

(us(2,9))e = (W, =y))a = ua(w, —y) ter (us(z,y))y = (u(z, —y))y = —uy(z, —y)
(03(2,9))e = (—0(z, =y))e = —va(2, —y) ter (vs(z,y))y = (—v(z, =y))y = vy(z, —y)

Funkcije zadoscajo CR sistemu, saj je uy(x, —y) = v,(z, —y) ter u,(z, —y) = —v(x, —y),
zato

f(#) holomorfna == f(Z) holomorfna

]
Primer 3.5
Dokazi, da obstaja f holomorfna na D, za katero je u(z,y) = z° — 3xy?.
Resitev. Dolo¢imo v(x,y) po CR-sistemu. Dobimo, da je
flx +iy) = 2 — 3zy® +i(32%y — v* + O).
Sedaj lahko v tem prepoznamo kub dvoclenika, lahko pa tudi izrazimo x = 23 ter y = %=
ter izracunamo konéni izraz za f. O

Po moznosti se posluzimo tudi sledece "imenitne trditve" kot jo je imenoval asist. dr.
Gregor Cigler.

Trditev 3.6: Imenitna trditev

Naj bo D obmodje, f,g € O(D). Naj se f, g ujemata na mnozici A s stekalis¢em v D.
Potem je

f=9

Komentar 3.7

Pri prejsnji nalogi bi lahko tudi izracunali f(z) za z € R ter seveda dobili f(x) =
23 +1C. Ker je mnoZica ujemanja f ter g(z) = z° celoten R, potem sledi f = g.

Ce opazimo analogijo s polinommi, kjer je potrebna le konéna mnozica ujemanja moéi
max{deg(p),deg(q)} + 1, potem je to prvi navdih za ekvivalentnost holomorfnosti ter
analiticnosti.
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Ce imamo dano R(f) = u(z,y), potem se posluzimo trika z ujemanjem na R. Tako
moramo dolo¢iti le v(z,0), da bi dolo¢ili f(z,0) = u(x,0)+iv(z,0), nato pa formalno
zamenjali x z z, da dolo¢imo f(z). Po CR sistemu velja

v(x,0) = /vx(a:,O) = —/uy(x,O)dx,

kar nam prihrani eno integracijo, ki bi bila potrebna po standardnem pristopu z CR
sistemom.

f=u+ive OD) = Au=0 ter Av=0.

Pravzaprav za zadosti lepa obmocja D velja celo ekvivalenca (Ce je D enostavno po-
vezano? zvezdasto? konveksno?)

Dokaz. Naj bo f = u + iv holomorfna. Ker velja Cauchy-Riemmanov sistem enacb sledi
Ugy = Vyg VeI Uyy = —Vgy.
Kot imaginardni del holomorfne funkcije je v vsaj C?, zato sledi
Upg +Vyy = 0 <= Au=0.

Analogen razmislek pokaze harmonic¢nost v. O
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